On a continuity theorem for constructive functions by Vladimirov, A. A.
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Îá îäíîé òåîðåìå íåïðåðûâíîñòè äëÿ êîíñòðóêòèâíûõ óíêöèé
À. À. Âëàäèìèðîâ
∗
Àííîòàöèÿ
Â ñòàòüå óñòàíàâëèâàåòñÿ àêò ëîêàëüíîé ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè âñþäó îïðåäåë¼ííîãî è
ñîõðàíÿþùåãî ïðåäêîìïàêòíîñòü ïîäìíîæåñòâ êîíñòðóêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà â ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ðàññìîòðåí â êà÷åñòâå
êîíñòðóêòèâíîãî óòî÷íåíèÿ èíòóèöèîíèñòñêîé òåîðåìû Ë. Ý. ß. Áðàóýðà î âååðå.
 1 Ââåäåíèå
1. Îäíèì èç öåíòðàëüíûõ ïîëîæåíèé èíòóèöèîíèñòñêîé ìàòåìàòèêè ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Ë. Ý. ß. Áðàó-
ýðà î âååðå (ñì., íàïðèìåð, [È, 3.4.2℄), óòâåðæäàþùàÿ ëîêàëüíóþ ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü ïðî-
èçâîëüíîãî îòîáðàæåíèÿ ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ôîðìóëè-
ðîâêà ýòîé òåîðåìû îïèðàåòñÿ íà íå èìåþùåå êîíñòðóêòèâíîãî èñòîëêîâàíèÿ ïîíÿòèå ñâîáîäíî ñòà-
íîâÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïðè÷¼ì ïîïûòêà åãî ìåõàíè÷åñêîé çàìåíû ïîíÿòèåì êîíñòðóêòèâíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèâîäèò ê óòâåðæäåíèÿì, ëåãêî îïðîâåðãàåìûì íà êîíòðïðèìåðàõ (ñì., íàïðèìåð
[È, êîììåíòàðèé 19℄). Â ñâÿçè ñ ýòèì âûñêàçûâàëîñü ìíåíèå, ÷òî äëÿ êîíñòðóêòèâíîãî íàïðàâëåíèÿ
â ìàòåìàòèêå òåîðåìà î âååðå ìîæåò èãðàòü ëèøü ýâðèñòè÷åñêóþ ðîëü (ñì., íàïðèìåð, [ÎÊÌ, 28℄).
Àíàëîãè÷íîé ïîçèöèè ïðèäåðæèâàåòñÿ øêîëà Ý. Áèøîïà, ñîãëàñíî ïðåäñòàâëåíèÿì êîòîðîé ëîêàëü-
íàÿ ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îäíà èç ñîñòàâíûõ ÷àñòåé îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ
íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [CA, Ch. 4, Set. 6℄).
Òåì íå ìåíåå, â ðàìêàõ êîíñòðóêòèâíîãî íàïðàâëåíèÿ â ìàòåìàòèêå òàêæå îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíîé
õàðàêòåðèçàöèÿ êëàññà ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé ïîëíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâ, íå ñâÿçàííàÿ ñ ïðåäâàðèòåëüíûìè ïðåäïîëîæåíèÿìè î êàêèõ-ëèáî êîíòèíóàëüíûõ ñâîéñòâàõ
òàêèõ îòîáðàæåíèé. À èìåííî, äëÿ ëîêàëüíîé ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè âñþäó îïðåäåë¼ííîãî êîí-
ñòðóêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ f : X → Y ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X â ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî Y íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû f -îáðàçîì ëþáîãî ïðåäêîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà
òàêæå ÿâëÿëîñü íåêîòîðîå ïðåäêîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî. Â óñòàíîâëåíèè ýòîãî àêòà è çàêëþ÷àåòñÿ
îñíîâíàÿ öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè.
2. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ êîíñòðóêòèâíîãî ïîíèìàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñóæäåíèé
(ñì., íàïðèìåð, [ÊÏÌÑ℄). Â ÷àñòíîñòè, óòâåðæäåíèÿ âèäà
≪
äëÿ ëþáîãî êîíñòðóêòèâíîãî îáúåêòà x ñî ñâîéñòâîì P îñóùåñòâèì êîíñòðóêòèâíûé îáú-
åêò y, íàõîäÿùèéñÿ â îòíîøåíèè R ê èñõîäíîìó îáúåêòó x≫
áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ íàìè êàê ñîêðàù¼ííûå âàðèàíòû çàïèñè óòâåðæäåíèé âèäà
∗
àáîòà ïîääåðæàíà ÔÔÈ, ãðàíò  06-06-80326.
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≪
îñóùåñòâèì àëãîðèì A, ïðèìåíèìûé ê ëþáîìó êîíñòðóêòèâíîìó îáúåêòó x ñî ñâîéñòâîì
P è ïåðåðàáàòûâàþùèé åãî â êîíñòðóêòèâíûé îáúåêò y, íàõîäÿùèéñÿ â îòíîøåíèè R ê
èñõîäíîìó îáúåêòó x≫.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ëîãèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ÿçûêà, ñåìàíòèêà êîòîðîãî ïîñòðîåíà â ñîîòâåòñòâèè ñ
òàêèìè ïðèíöèïàìè, ìîæåò áûòü óêàçàí ÿçûê ßω| ñòóïåí÷àòîé ñåìàíòè÷åñêîé ñèñòåìû À. À. Ìàðêîâà
(ñì. [Îßß℄).
3. Òåðìèí
≪
ìíîæåñòâî
≫
ìû äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ñîêðàùåíèå äëÿ òåðìèíà
≪
îäíîïàðàìåò-
ðè÷åñêàÿ îðìóëà ëîãèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ÿçûêà
≫
(ñì., íàïðèìåð, [ÊÏÌÑ,  7℄, [ËÊÀ, Ââåäåíèå, 7℄).
Çíàê ðàâåíñòâà
≪=≫, ñâÿçûâàþùèé äâà ìíîæåñòâà, ìû áóäåì èñòîëêîâûâàòü êàê óêàçàíèå íà ðàâíîîáú-
¼ìíîñòü ýòèõ ìíîæåñòâ. Äëÿ çàïèñè îòíîøåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè êîíñòðóêòèâíîãî îáúåêòà ìíîæåñòâó
è îòíîøåíèÿ âëîæåíèÿ îäíîãî ìíîæåñòâà â äðóãîå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíûå òåîðåòèêî-
ìíîæåñòâåííûå ñèìâîëû
≪∈≫ è ≪⊆≫ (ñì., íàïðèìåð, [ËÊÀ, Ââåäåíèå, 7℄).
4. Òåðìèíû
≪
âåùåñòâåííîå ÷èñëî
≫
è
≪
ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
≫
ìû äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü â
êà÷åñòâå ñîêðàùåíèé äëÿ òåðìèíîâ
≪
êîíñòðóêòèâíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî
≫
è
≪
êîíñòðóêòèâíîå ìåòðè-
÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ íåïóñòûì íîñèòåëåì
≫
. Îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ïîíÿòèé ìîãóò áûòü íàéäåíû â [ËÊÀ,
ë. 2,  2℄ è [ËÊÀ, ë. 9,  1℄, ñîîòâåòñòâåííî.
Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ íîñèòåëÿ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü SX , à äëÿ
îáîçíà÷åíèÿ ìåòðè÷åñêîãî àëãîðèìà ýòîãî ïðîñòðàíñòâà  çàïèñü ρX .
Òåðìèí
≪
ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîäìíîæåñòâà A ⊆ SX≫ ìû áóäåì ñâÿçûâàòü ñ òî÷êàìè x ∈ SX , âíóòðè
ëþáîé îêðåñòíîñòè êîòîðûõ êâàçèîñóùåñòâèìà íåêîòîðàÿ òî÷êà x′ ∈ A (ñì., íàïðèìåð, [ËÊÀ, ë. 9,
 3, Îïðåäåëåíèå 4℄). Ñîîòâåòñòâåííî, òåðìèí
≪
çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî
≫
ìû áóäåì ñâÿçûâàòü ñ ïîä-
ìíîæåñòâàìè, ñîäåðæàùèìè âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè.
Çíàê ðàâåíñòâà
≪=≫, ñâÿçûâàþùèé äâå òî÷êè íåêîòîðîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, ìû áóäåì
èñòîëêîâûâàòü êàê óêàçàíèå íà îáðàùåíèå â íóëü ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè.
5. ×åðåç R è R
+
ìû áóäåì îáîçíà÷àòü, ñîîòâåòñòâåííî, ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë è ìíîæåñòâî
ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. ×åðåç R ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîñè-
òåëåì R è îáû÷íûì ìåòðè÷åñêèì àëãîðèìîì ρR(x, x
′)⇋ |x− x′|.
6. Ïðè ññûëêàõ íà ðàçäåëû ñòàòüè, íå ïðèíàäëåæàùèå ïàðàãðàó, âíóòðè êîòîðîãî äà¼òñÿ ññûëêà, ìû
áóäåì äîïîëíèòåëüíî óêàçûâàòü íîìåð ïàðàãðàà. Àíàëîãè÷íî, ïðè ññûëêàõ íà îðìóëû, íå ïðèíàä-
ëåæàùèå ïóíêòó, âíóòðè êîòîðîãî äà¼òñÿ ññûëêà, ìû áóäåì äîïîëíèòåëüíî óêàçûâàòü íîìåð ïóíêòà.
 2 Ïðîñòðàíñòâî íåïóñòûõ êîìïàêòîâ
1. Ïóñòü X ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ äâóõ íåïóñòûõ ñïèñêîâ ζ ⇋ {ζk}
n
k=1
è η ⇋ {ηl}
m
l=1 òî÷åê ïðîñòðàíñòâà X ìîæåò áûòü êîíñòðóêòèâíî îïðåäåëåíî ðàññòîÿíèå Õàóñäîðà
(1) hX(ζ, η)⇋ sup
(
sup
k∈[1,n]
inf
l∈[1,m]
ρX(ζk, ηl), sup
l∈[1,m]
inf
k∈[1,n]
ρX(ηl, ζk)
)
.
åçóëüòàò êîíñòðóêòèâíîãî ïîïîëíåíèÿ ìíîæåñòâà âñåâîçìîæíûõ íåïóñòûõ ñïèñêîâ òî÷åê ïðîñòðàí-
ñòâà X ïî ðàññòîÿíèþ (1) ìû â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü ïðîñòðàíñòâîì íåïóñòûõ êîìïàêòîâ
ïðîñòðàíñòâà X è îáîçíà÷àòü ÷åðåç c(X). Òàêîé ñïîñîá ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ êîìïàêòà â ðàìêàõ êîí-
ñòðóêòèâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà óêàçàí, â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [ÝÔÀ, 4.5℄. Öåëüþ íàñòîÿùåãî
2
ïàðàãðàà ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå íåêîòîðûõ ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâà c(X), êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàíû íà-
ìè ïðè äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ñòàòüè. Ïðèâîäèìûå â íàñòîÿùåì ïàðàãðàå óòâåðæäåíèÿ
íå ïðåòåíäóþò â ïîëíîé ìåðå íà íîâèçíó (â ÷àñòíîñòè, óòâåðæäåíèå 4.1 â íåñêîëüêî äðóãèõ òåðìèíàõ
óïîìèíàåòñÿ óæå â ðàáîòå [ÊÂ×,  11.2℄).
2. àññìîòðèì àëãîðèì cX , ñîïîñòàâëÿþùèé ïðîèçâîëüíîé ïàðå íåïóñòûõ ñïèñêîâ ζ ⇋ {ζk}
n
k=1 è
η ⇋ {ηk}
m
k=1 òî÷åê ïðîñòðàíñòâà X ñïèñîê θ ⇋ {θk}
n+m
k=1 âèäà
(1) θk ≖
{
ζk ïðè k 6 n,
ηk−n ïðè k > n,
ò. å. ðåçóëüòàò êîíêàòåíàöèè ñïèñêîâ ζ è η. Äëÿ ëþáûõ ÷åòûð¼õ íåïóñòûõ ñïèñêîâ ζ, η, ζ ′ è η′ òî÷åê
ïðîñòðàíñòâà X ñ î÷åâèäíîñòüþ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
hX(cX(ζ, η), cX (ζ
′, η′)) 6 sup
(
hX(ζ, ζ
′), hX(η, η
′)
)
. [(1), 1 (1)℄(2)
Òåì ñàìûì, àëãîðèì cX äîïóñêàåò ïðîäîëæåíèå ïî íåïðåðûâíîñòè (ñì., íàïðèìåð, [ÊÂ×,  10.2℄) äî
êîíñòðóêòèâíîé áèíàðíîé îïåðàöèè ∪ : c(X) × c(X) → c(X) îáúåäèíåíèÿ íåïóñòûõ êîìïàêòîâ. Ïðè
ýòîì íà îñíîâå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:
2.1. Îïåðàöèÿ îáúåäèíåíèÿ íåïóñòûõ êîìïàêòîâ ÿâëÿåòñÿ ñî÷åòàòåëüíîé è ïåðåñòàíîâî÷íîé [(1),
1 (1)℄.
2.2. Ïóñòü K1, K2, K
′
1 è K
′
2  ÷åòûðå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà c(X). Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
ρ
c(X)(K1 ∪K2,K
′
1 ∪K
′
2) 6 sup
(
ρ
c(X)(K1,K
′
1), ρc(X)(K2,K
′
2)
)
. [(2)℄
3. Êîìïàêò K ∈ S
c(X) ìû áóäåì íàçûâàòü ìàæîðèðóþùèì êîìïàêò K
′ ∈ S
c(X), åñëè âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâîK ′∪K = K. Óòâåðæäåíèå î ìàæîðèðîâàíèè êîìïàêòàK ′ êîìïàêòîìK ìû áóäåì ñîêðàù¼ííî
çàïèñûâàòü â âèäå K ′ 6 K.
Òî÷êó x ∈ SX ìû áóäåì íàçûâàòü èíöèäåíòíîé êîìïàêòó K ∈ Sc(X), åñëè îäíî÷ëåííûé ñïè-
ñîê {x} ìàæîðèðóåòñÿ êîìïàêòîì K. Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà X, èíöèäåíòíûõ êîìïàêòó
K ∈ S
c(X), ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç M(K). Ïðè ýòîì èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå àêòû:
3.1. Ïóñòü K ∈ S
c(X). Òîãäà ìíîæåñòâî M(K) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì [2.2, 1 (1)℄.
3.2. Ïóñòü K ∈ S
c(X), x ∈ M(K), ε ∈ R
+
, è ïóñòü ζ ⇋ {ζk}
n
k=1 íåïóñòîé ñïèñîê òî÷åê ïðî-
ñòðàíñòâà X, óäîâëåòâîðÿþùèé ñîîòíîøåíèþ ρ
c(X)(K, ζ) < ε. Òîãäà îñóùåñòâèì èíäåêñ k ∈ [1, n],
óäîâëåòâîðÿþùèé ñîîòíîøåíèþ ρX(x, ζk) < ε.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ηíåïóñòîé ñïèñîê òî÷åê ïðîñòðàíñòâà X ñî ñâîéñòâîì
(1) ρ
c(X)(K, η) < ε− ρc(X)(K, ζ).
Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ
ρ
c(X)({x} ∪ η, ζ) 6 ρc(X)({x} ∪ η, {x} ∪K) + ρc(X)(K, ζ)
6 ρ
c(X)(K, η) + ρc(X)(K, ζ) [2.2℄
< ε, [(1)℄
îçíà÷àþùèå îñóùåñòâèìîñòü âíóòðè ε-îêðåñòíîñòè òî÷êè x íåêîòîðîé òî÷êè èç ñïèñêà ζ [2 (1), 1 (1)℄.
3
3.3. Ïóñòü K ∈ S
c(X), ε ∈ R
+
, è ïóñòü ζ ⇋ {ζk}
n
k=1 íåïóñòîé ñïèñîê òî÷åê ïðîñòðàíñòâà X,
óäîâëåòâîðÿþùèé ñîîòíîøåíèþ ρ
c(X)(K, ζ) < ε. Òîãäà ïðè ïðîèçâîëüíî èêñèðîâàííîì k ∈ [1, n] îñó-
ùåñòâèìà òî÷êà x ∈M(K), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèþ ρX(x, ζk) < ε.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü {ηl}
∞
l=1  ñõîäÿùàÿñÿ â ïðîñòðàíñòâå c(X) ê êîìïàêòó K ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íåïóñòûõ ñïèñêîâ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà X, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì
(2) (∀l > 1) ρ
c(X)(ηl, ηl+1) < 2
−l−1.
Çàèêñèðóåì íîìåð m > 1, óäîâëåòâîðÿþùèé ñîîòíîøåíèþ
(3) 2−m+1 < ε− ρ
c(X)(K, ζ),
è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xl}
∞
l=1 òî÷åê ïðîñòðàíñòâà X ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
3.3.1. Òî÷êà x1 óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ ρX(x1, ζk) < ρc(X)(K, ζ) + 2
−m
è ïðèíàäëåæèò ñïèñêó ηm.
3.3.2. Ïðè ëþáîì l > 1 òî÷êà xl+1 óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ ρX(xl, xl+1) < 2
−m−l
è ïðèíàäëåæèò
ñïèñêó ηm+l.
Îñóùåñòâèìîñòü òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xl}
∞
l=1 ãàðàíòèðóåòñÿ óñëîâèåì (2) è îïðåäåëåíèåì 1 (1).
Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåïåðü îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî òî÷êà x ⇋ lim
l→∞
xl óäîâëåòâîðÿåò íåðà-
âåíñòâó ρX(x, ζk) < ε [3.3.1, 3.3.2, (3)℄ è ðàâåíñòâàì
ρ
c(X)({x} ∪K,K) = lim
l→∞
ρ
c(X)({xl+1} ∪ ηm+l, ηm+l)
= 0, [3.3.2, 2 (1), 1 (1)℄
îçíà÷àþùèì âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèÿ x ∈M(K).
3.4. Ïóñòü K1,K2 ∈ Sc(X), x ∈ M(K1 ∪K2) è ε ∈ R
+
. Òîãäà âíóòðè ε-îêðåñòíîñòè òî÷êè x îñóùå-
ñòâèìà èëè òî÷êà x′ ∈M(K1), èëè òî÷êà x
′ ∈M(K2).
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ζ1 è ζ2 äâà íåïóñòûõ ñïèñêà òî÷åê ïðîñòðàíñòâà X, óäîâëåòâîðÿþùèå
ñîîòíîøåíèþ
(4) (∀k ∈ {1, 2}) ρ
c(X)(Kk, ζk) < ε/2.
Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
ρ
c(X)(K1 ∪K2, ζ1 ∪ ζ2) < ε/2, [2.2, (4)℄
îçíà÷àþùåå, ÷òî âíóòðè (ε/2)-îêðåñòíîñòè òî÷êè x îñóùåñòâèìà èëè òî÷êà èç ñïèñêà ζ1, èëè òî÷êà èç
ñïèñêà ζ2 [3.2, 2 (1)℄. Â ïåðâîì ñëó÷àå âíóòðè ε-îêðåñòíîñòè òî÷êè x îñóùåñòâèìà òî÷êà x
′ ∈ M(K1)
[(4), 3.3℄. Âî âòîðîì ñëó÷àå âíóòðè ε-îêðåñòíîñòè òî÷êè x îñóùåñòâèìà òî÷êà x′ ∈M(K2) [(4), 3.3℄.
3.5. Ïóñòü K,K ′ ∈ S
c(X). Òîãäà ñîîòíîøåíèÿ K
′ 6 K è M(K ′) ⊆M(K) ðàâíîñèëüíû.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñëó÷àå K ′ 6 K àêò âûïîëíåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ M(K ′) ⊆ M(K) òðèâèàëåí
[2.1℄. Â ñëó÷àå M(K ′) ⊆ M(K) çàèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå ÷èñëî ε ∈ R+ è äâà íåïóñòûõ ñïèñêà ζ è
ζ ′ ⇋ {ζ ′k}
n
k=1 òî÷åê ïðîñòðàíñòâà X ñî ñâîéñòâàìè
ρ
c(X)(K, ζ) < ε,(5)
ρ
c(X)(K
′, ζ ′) < ε.(6)
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Òîãäà îñóùåñòâèì ñïèñîê {x′k}
n
k=1 òî÷åê ìíîæåñòâà M(K
′) ñî ñâîéñòâîì
(∀k ∈ [1, n]) ρX(x
′
k, ζ
′
k) < ε. [(6), 3.3℄(7)
Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî k ∈ [1, n] áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå x′k ∈M(K), à ïîòîìó è ñîîòíîøåíèÿ
ρ
c(X)({x
′
k} ∪ ζ, ζ) 6 ρc(X)({x
′
k} ∪ ζ, {x
′
k} ∪K) + ρc(X)(K, ζ)
6 2ρ
c(X)(K, ζ) [2.2℄
< 2ε. [(5)℄
Îáúåäèíÿÿ ïîñëåäíèå îöåíêè ñ ñîîòíîøåíèÿìè (7), 2 (1) è 1 (1), óñòàíàâëèâàåì, ÷òî ïðè ïðîèçâîëüíî
èêñèðîâàííîì k ∈ [1, n] âíóòðè 3ε-îêðåñòíîñòè òî÷êè ζ ′k îñóùåñòâèìà òî÷êà èç ñïèñêà ζ. Â òàêîì
ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
ρ
c(X)(ζ
′ ∪ ζ, ζ) < 3ε, [2 (1), 1 (1)℄(8)
à ïîòîìó è ñîîòíîøåíèÿ
ρ
c(X)(K
′ ∪K,K) 6 ρ
c(X)(K
′ ∪K, ζ ′ ∪ ζ) + ρ
c(X)(ζ
′ ∪ ζ, ζ) + ρ
c(X)(ζ,K)
< ρ
c(X)(K
′, ζ ′) + 2ρ
c(X)(K, ζ) + 3ε [2.2, (8)℄
< 6ε. [(5), (6)℄
Ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè ïðîèçâåä¼ííîãî ðàíåå âûáîðà ÷èñëà ε ∈ R+, ïîëó÷åííûå îöåíêè îçíà÷àþò âû-
ïîëíåíèå ñîîòíîøåíèÿ K ′ 6 K.
3.6. Ïóñòü K ∈ S
c(X), x ∈ SX è ε ∈ R
+
. Òîãäà èëè ìíîæåñòâî M(K) íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ε-
îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x, èëè îñóùåñòâèì íåïóñòîé êîìïàêò K ′ 6 K, äëÿ êîòîðîãî ìíîæåñòâî
M(K ′) ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì 2ε-îêðåñòíîñòè òî÷êè x è íàäìíîæåñòâîì ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæå-
ñòâà M(K) ñ ε-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü {ζk}
∞
k=1 ñõîäÿùàÿñÿ â ïðîñòðàíñòâå c(X) ê êîìïàêòó K ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íåïóñòûõ ñïèñêîâ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà X, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì
(9) (∀k > 1) ρ
c(X)(ζk, ζk+1) < 2
−k−2ε.
Çàìåòèì, ÷òî èëè íè îäíà òî÷êà èç ñïèñêà ζ1 íå ëåæèò â (5ε/4)-îêðåñòíîñòè òî÷êè x, èëè õîòÿ áû îäíà
èç òî÷åê ýòîãî ñïèñêà ëåæèò â (3ε/2)-îêðåñòíîñòè óêàçàííîé òî÷êè (ñì., íàïðèìåð, [ËÊÀ, ë. 2,  3,
Òåîðåìà 20℄). Â ïåðâîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî M(K) íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ε-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x [(9), 3.2℄.
Âî âòîðîì ñëó÷àå ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ζ ′k}
∞
k=1 íåïóñòûõ ñïèñêîâ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà X
ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
3.6.1. Ïðè ëþáîì k > 1 ñïèñîê ζ ′k ÿâëÿåòñÿ ïîäñïèñêîì ñïèñêà ζk.
3.6.2. Ïðè ëþáîì k > 1 ëþáàÿ òî÷êà ñïèñêà ζk, ëåæàùàÿ â (1 + 2
−k−1)ε-îêðåñòíîñòè òî÷êè x, ïðè-
íàäëåæèò ñïèñêó ζ ′k, à ëþáàÿ òî÷êà ñïèñêà ζk, íå ëåæàùàÿ â (2 − 2
−k−1)ε-îêðåñòíîñòè òî÷êè x, íå
ïðèíàäëåæèò ñïèñêó ζ ′k.
3.6.3. Ïðè ëþáîì k > 1 âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå ρ
c(X)(ζ
′
k, ζ
′
k+1) < 2
−k−2ε.
Îñóùåñòâèìîñòü òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ζ ′k}
∞
k=1 ãàðàíòèðóåòñÿ âûøåóïîìÿíóòîé òåîðåìîé [ËÊÀ,
ë. 2,  3, Òåîðåìà 20℄, ñîîòíîøåíèåì (9) è îïðåäåëåíèåì 1 (1). Ïðîâåðèì, ÷òî íåïóñòîé êîìïàêò
K ′ ⇋ lim
k→∞
ζ ′k îáëàäàåò âñåìè òðåáóåìûìè îò èñêîìîãî êîìïàêòà ñâîéñòâàìè.
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Âî-ïåðâûõ, âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
ρ
c(X)(K
′ ∪K,K) = lim
k→∞
ρ
c(X)(ζ
′
k ∪ ζk, ζk)
= 0, [3.6.1, 2 (1), 1 (1)℄
à ïîòîìó è ñîîòíîøåíèå K ′ 6 K.
Âî-âòîðûõ, âíóòðè (ε/4)-îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëüíî èêñèðîâàííîé òî÷êè x′ ∈ M(K ′) îñóùåñòâèìà
òî÷êà x′′ èç ñïèñêà ζ ′1 [3.6.3, 3.2℄. Ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ
ρX(x, x
′) 6 ρX(x, x
′′) + ρX(x
′′, x′)
< 7ε/4 + ε/4 [3.6.1, 3.6.2℄
= 2ε,
îçíà÷àþùèå, ÷òî ìíîæåñòâî M(K ′) ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì 2ε-îêðåñòíîñòè òî÷êè x.
Â-òðåòüèõ, çàèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x′ ∈ M(K), ëåæàùóþ âíóòðè ε-îêðåñòíîñòè òî÷êè
x. Ïðè ëþáîì k > 1 âíóòðè (2−k−1ε)-îêðåñòíîñòè òî÷êè x′ îñóùåñòâèìà òî÷êà èç ñïèñêà ζk [(9), 3.2℄,
ïðèíàäëåæàùàÿ òàêæå ñïèñêó ζ ′k [3.6.2℄. Òîãäà ïðè ëþáîì k > 1 âíóòðè (2
−kε)-îêðåñòíîñòè òî÷êè
x′ îñóùåñòâèìà òî÷êà x′′ ∈ M(K ′) [3.6.3, 3.3℄, ÷òî ñ î÷åâèäíîñòüþ îçíà÷àåò âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèÿ
x′ ∈M(K ′) [3.1℄. Òåì ñàìûì, ìíîæåñòâî M(K ′) ÿâëÿåòñÿ íàäìíîæåñòâîì ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâà M(K)
ñ ε-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x.
4. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé àêò:
4.1. Ïóñòü K ∈ c(R). Òîãäà îñóùåñòâèìû âåùåñòâåííûå ÷èñëà supM(K) è infM(K).
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü {ζk}
∞
k=1  ñõîäÿùàÿñÿ â ïðîñòðàíñòâå c(R) ê êîìïàêòó K ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íåïóñòûõ ñïèñêîâ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì
(1) (∀k > 1) ρ
c(R)(ζk, ζk+1) < 2
−k−1.
àññìîòðèì äâå ÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ζ+k }
∞
k=1 è {ζ
−
k }
∞
k=1, ñîîòâåòñòâåííî, âåðõíèõ è íèæíèõ
òî÷íûõ ãðàíåé ñïèñêîâ ζk. Ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì
(∀k > 1) |ζ±k − ζ
±
k+1| < 2
−k−1, [(1), 1 (1)℄
à ïîòîìó ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðûì âåùåñòâåííûì ÷èñëàì ζ±. Äàëåå, ïðè ëþáîì k > 1 âíóòðè 2−k-
îêðåñòíîñòè êàæäîé èç òî÷åê ζ±k îñóùåñòâèìà òî÷êà èç ìíîæåñòâà M(K) [(1), 3.3℄, à ïîòîìó êàæäàÿ
èç òî÷åê ζ± ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó M(K) [3.1℄. Íàêîíåö, ëþáàÿ òî÷êà x ∈ M(K) óäîâëåòâîðÿåò
ñîîòíîøåíèþ
(∀k > 1) x ∈ (ζ−k − 2
−k, ζ+k + 2
−k), [(1), 3.2℄
èç êîòîðîãî ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì âûâîäèòñÿ ñîîòíîøåíèå x ∈ [ζ−, ζ+]. Òåì ñàìûì, âûïîëíÿþòñÿ
ðàâåíñòâà
ζ+ = supM(K),
ζ− = infM(K),
îçíà÷àþùèå ñïðàâåäëèâîñòü äîêàçûâàåìîãî óòâåðæäåíèÿ.
5. Äàëåå ìû íå áóäåì ÿâíûì îáðàçîì ïðîñëåæèâàòü íàèáîëåå î÷åâèäíûå ñëó÷àè ïðèìåíåíèÿ óòâåð-
æäåíèé èç íàñòîÿùåãî ïàðàãðàà.
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 3 Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ
1. Â äàëüíåéøåì ïîäìíîæåñòâî A ⊆ SX íîñèòåëÿ ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X ìû áóäåì
íàçûâàòü ïðåäêîìïàêòíûì, åñëè îñóùåñòâèì íåïóñòîé êîìïàêò K ∈ S
c(X), äëÿ êîòîðîãî ìíîæåñòâî
M(K) ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà A.
2. Ïóñòü f : X → Y åñòü âñþäó îïðåäåë¼ííîå êîíñòðóêòèâíîå îòîáðàæåíèå ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà X â ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Y . Ïóñòü òàêæå äëÿ ëþáîãî ïðåäêîìïàêòíîãî
ïîäìíîæåñòâà A ⊆ SX åãî f -îáðàç
{y ∈ SY | (∃x ∈ A) y = f(x)}
òàêæå ïðåäêîìïàêòåí. Òîãäà ëþáîìó íåïóñòîìó êîìïàêòó K ∈ S
c(X) ìîæåò áûòü ñîïîñòàâëåí íåïóñòîé
êîìïàêò Πf (K) ∈ Sc(Y ), äëÿ êîòîðîãî ìíîæåñòâî M(Πf (K)) ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì f -îáðàçà ìíîæåñòâà
M(K). Ïðè ýòîì äëÿ ëþáûõ äâóõ êîìïàêòîâ K,K ′ ∈ S
c(X) èç ðàâåíñòâà K = K
′
ñ î÷åâèäíîñòüþ
âûòåêàåò ðàâåíñòâî Πf (K) = Πf (K
′) [ 2.3.5℄. Èíà÷å ãîâîðÿ, ñ ëþáûì âñþäó îïðåäåë¼ííûì êîíñòðóê-
òèâíûì îòîáðàæåíèåì f : X → Y ïîëíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, ñîõðàíÿþùèì ïðåäêîìïàêòíîñòü
ïîäìíîæåñòâ, ñâÿçàíî âñþäó îïðåäåë¼ííîå êîíñòðóêòèâíîå îòîáðàæåíèå Πf : c(X) → c(Y ).
3. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé òðèâèàëüíûé àêò:
3.1. Ïóñòü f : X → Y  âñþäó îïðåäåë¼ííîå êîíñòðóêòèâíîå îòîáðàæåíèå ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà X â ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Y , K ∈ S
c(X), ε ∈ R
+
, è y ∈ SY ïðåäåëüíàÿ
òî÷êà f -îáðàçà ìíîæåñòâàM(K). Òîãäà îñóùåñòâèìà òî÷êà x ∈M(K) ñî ñâîéñòâîì ρY (f(x), y) < ε.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. ÌíîæåñòâîM(K) ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì, ò. å. îñóùåñòâèìà ïëîòíàÿ âM(K) ïî
ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà X ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk}
∞
k=1 òî÷åê ýòîãî ìíîæåñòâà [ 2.3.2,  2.3.3℄. Òîãäà èç
òåîðåìû . Ñ. Öåéòèíà î íåïðåðûâíîñòè êîíñòðóêòèâíûõ îòîáðàæåíèé (ñì., íàïðèìåð, [ËÊÀ, ë. 9,  2,
Òåîðåìà 11℄, [ÀÎ, Îñíîâíàÿ òåîðåìà℄) ñëåäóåò, ÷òî êâàçèîñóùåñòâèì èíäåêñ k > 1, óäîâëåòâîðÿþùèé
ñîîòíîøåíèþ ρY (f(xk), y) < ε. Èç ïðèíöèïà êîíñòðóêòèâíîãî ïîäáîðà òåïåðü íåìåäëåííî âûòåêàåò,
÷òî òàêîé èíäåêñ k > 1 ÿâëÿåòñÿ îñóùåñòâèìûì. Ïîñëåäíåå ñ î÷åâèäíîñòüþ îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü
äîêàçûâàåìîãî óòâåðæäåíèÿ.
4. Ïóñòü X ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, f : X → R âñþäó îïðåäåë¼ííàÿ êîíñòðóêòèâíàÿ
óíêöèÿ, ñîõðàíÿþùàÿ ïðåäêîìïàêòíîñòü ïîäìíîæåñòâ, è ïóñòü K ∈ S
c(X). Òîãäà ïàðå ïðîèçâîëüíî
èêñèðîâàííûõ ÷èñåë n ∈ Z è ε ∈ R+ ìû ñîïîñòàâëÿåì êëàññ Kn,ε(f,K) ⊆ Sc(X) ñëåäóþùåãî âèäà:
4.1. Êîìïàêò K ′ ∈ S
c(X) ñ÷èòàåòñÿ ïðèíàäëåæàùèì êëàññó Kn,ε(f,K), åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:
4.1.1. K ′ 6 K.
4.1.2. Äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x, x′ ∈ M(K) ñî ñâîéñòâàìè ρX(x, x
′) < 2−n è |f(x) − f(x′)| > 2ε
âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå x ∈M(K ′).
4.1.3. Äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ M(K ′) îñóùåñòâèìà òî÷êà x′ ∈ M(K) ñî ñâîéñòâàìè ρX(x, x
′) < 2−n+4
è f(x′) < supM(Πf (K))− ε.
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé àêò:
4.2. Ïóñòü n ∈ Z, ε ∈ R+ è K ′ ∈ Kn,ε(f,K). Òîãäà îñóùåñòâèì êîìïàêò K
′′ ∈ Kn+1,ε(f,K) ñî
ñâîéñòâîì ρ
c(X)(K
′,K ′′) < 2−n+5.
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ζ ⇋ {ζk}
m
k=1íåïóñòîé ñïèñîê òî÷åê ïðîñòðàíñòâà X ñî ñâîéñòâîì
(1) ρ
c(X)(K, ζ) < 2
−n−2.
Çàèêñèðóåì íàáîð èíäåêñîâ Γ ⊆ [1,m], äëÿ êîòîðîãî ïðè ëþáîì k ∈ [1,m] \ Γ ìíîæåñòâî M(K ′) íå
ïåðåñåêàåòñÿ ñ 2−n-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè ζk, à ïðè ëþáîì k ∈ Γ îñóùåñòâèì íåïóñòîé êîìïàêò K
′
k 6 K
′
,
äëÿ êîòîðîãî ìíîæåñòâîM(K ′k) ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì 2
−n+1
-îêðåñòíîñòè òî÷êè ζk è íàäìíîæåñòâîì
ïåðåñå÷åíèÿ 2−n-îêðåñòíîñòè òî÷êè ζk ñ ìíîæåñòâîì M(K
′) [ 2.3.6℄. Ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâî
K ′ =
⋃
k∈ΓK
′
k [4.1.1,  2.3.5, (1)℄ è ñîîòíîøåíèå
(∀k ∈ Γ) M(Πf (K
′
k)) ⊆M(Πf (K)). [4.1.1℄(2)
Çàèêñèðóåì òàêæå íàáîð èíäåêñîâ Γ′ ⊆ Γ, óäîâëåòâîðÿþùèé ñîîòíîøåíèÿì
(∀k ∈ Γ′) supM(Πf (K
′
k))− infM(Πf (K
′
k)) > ε,(3)
(∀k ∈ Γ \ Γ′) supM(Πf (K
′
k))− infM(Πf (K
′
k)) < 2ε.(4)
Îñóùåñòâèìîñòü òàêîãî íàáîðà Γ′ ãàðàíòèðóåòñÿ òåîðåìîé [ËÊÀ, ë. 2,  3, Òåîðåìà 20℄. Ñîïîñòàâèì
òåïåðü êàæäîìó çíà÷åíèþ k ∈ Γ êîìïàêò K ′′k âèäà
(5) K ′′k ⇋
{
K ′k ïðè k ∈ Γ
′,
{xk} ïðè k ∈ Γ \ Γ
′,
ãäå xk ïðîèçâîëüíî èêñèðîâàííàÿ òî÷êà ñî ñâîéñòâàìè
xk ∈M(K),(6)
f(xk) < supM(Πf (K))− ε,(7)
(∃x′ ∈M(K ′k)) ρX(xk, x
′) < 2−n+4.(8)
Îñóùåñòâèìîñòü òàêîé òî÷êè ãàðàíòèðóåòñÿ óñëîâèåì 4.1.3. Ïðîâåðèì, ÷òî êîìïàêò K ′′ ⇋
⋃
k∈ΓK
′′
k
îáëàäàåò âñåìè òðåáóåìûìè îò èñêîìîãî êîìïàêòà ñâîéñòâàìè.
Âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèÿ K ′′ 6 K î÷åâèäíî [(5), (6)℄.
Ïóñòü äâå òî÷êè x, x′ ∈M(K) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì ρX(x, x
′) < 2−n−1 è |f(x)− f(x′)| > 2ε.
Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ x, x′ ∈ M(K ′) [4.1.2℄, à òàêæå îñóùåñòâèì èíäåêñ k ∈ [1,m], äëÿ
êîòîðîãî 2−n-îêðåñòíîñòü òî÷êè ζk ñîäåðæèò êàæäóþ èç òî÷åê x è x
′
[(1)℄. Â òàêîì ñëó÷àå âûïîëíÿþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿ x, x′ ∈M(K ′k) è k ∈ Γ
′
[(4)℄, à ïîòîìó è ñîîòíîøåíèå x ∈M(K ′′) [(5)℄.
Äàëåå, ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x ∈ M(K ′′). Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ  2.3.4, îñóùåñòâèì
èíäåêñ k ∈ Γ, äëÿ êîòîðîãî âíóòðè 2−n-îêðåñòíîñòè òî÷êè x îñóùåñòâèìà òî÷êà x′′ ∈M(K ′′k ). Ïðè ýòîì
âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñîîòíîøåíèé k ∈ Γ′ èëè k 6∈ Γ′. Â ïåðâîì ñëó÷àå, ïî ïîñòðîåíèþ êîìïàêòà K ′k, â
2−n+2-îêðåñòíîñòè òî÷êè x′′ îñóùåñòâèìà òî÷êà x′ ∈M(K) ñî ñâîéñòâîì
f(x′) < supM(Πf (K))− ε. [(5), (3), (2), 3.1℄
Âî âòîðîì ñëó÷àå îñóùåñòâèìà òî÷êà x′ ⇋ x′′ ∈ M(K) ñ òåì æå ñâîéñòâîì [(5), (7)℄. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ
ïîñòðîåííàÿ òî÷êà x′ ∈M(K) ëåæèò â 2−n+3-îêðåñòíîñòè òî÷êè x.
Íàêîíåö, ïî ïîñòðîåíèþ êîìïàêòîâ K ′k, èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå
(∀k ∈ Γ) ρ
c(X)(K
′
k, {ζk}) < 2
−n+2, [ 2.3.3℄(9)
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à ïîòîìó è ñîîòíîøåíèÿ
ρ
c(X)(K
′,K ′′) = ρ
c(X)
(⋃
k∈Γ
K ′k,
⋃
k∈Γ
K ′′k
)
6 sup
k∈Γ
ρ
c(X)(K
′
k,K
′′
k ) [ 2.2.2℄
6 sup
k∈Γ\Γ′
(
ρ
c(X)(K
′
k, {ζk}) + ρX(ζk, xk)
)
[(5)℄
< 2−n+2 + 2−n+1 + 2−n+4 [(9), (8)℄
< 2−n+5.
Òåì ñàìûì, äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî.
5. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå äâà àêòà:
5.1. Ïóñòü X ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, f : X → R âñþäó îïðåäåë¼ííàÿ êîíñòðóêòèâíàÿ
óíêöèÿ, ñîõðàíÿþùàÿ ïðåäêîìïàêòíîñòü ïîäìíîæåñòâ, K ∈ S
c(X) è ε ∈ R
+
. Òîãäà îñóùåñòâèìî
÷èñëî δ ∈ R+ ñî ñâîéñòâîì
(1) (∀x, x′ ∈M(K))
((
f(x) > supM(Πf (K))− ε/2
)
&
(
ρX(x, x
′) < δ
))
⊃
(
|f(x)− f(x′)| 6 2ε
)
.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî òåîðåìå [ËÊÀ, ë. 2,  3, Òåîðåìà 20℄, âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç
íåðàâåíñòâ
supM(Πf (K))− infM(Πf (K)) < 2ε,(2)
supM(Πf (K))− infM(Πf (K)) > ε.(3)
Â ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (2), ëþáîå ÷èñëî δ ∈ R+ ñ î÷åâèäíîñòüþ îáëàäàåò ñâîéñòâîì
(1).
Â ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (3), çàèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå òî÷êó z ∈ SX è ÷èñëî
m ∈ Z ñî ñâîéñòâîì
(4) ρ
c(X)(K, {z}) < 2
−m+3.
Ïðè ýòîì áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå
(∀x, x′ ∈M(K)) ρX(x, x
′) < 2−m+4, [(4),  2.3.2℄
à ïîòîìó è ñîîòíîøåíèå K ∈ Km,ε(f,K) [4.1,  2.3.5, (3), 3.1℄. Òîãäà èç óòâåðæäåíèÿ 4.2 âûòåêàåò
îñóùåñòâèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Kk}
∞
k=1 íåïóñòûõ êîìïàêòîâ ñî ñâîéñòâàìè
(∀k > 1) Kk ∈ Km+k−1,ε(f,K),(5)
(∀k > 1) ρ
c(X)(Kk,Kk+1) < 2
−m−k+6.(6)
Òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ î÷åâèäíîñòüþ èìååò â ïðîñòðàíñòâå c(X) ïðåäåë K ′ ñî ñâîéñòâîì
(∀k > 1) ρ
c(X)(Kk,K
′) < 2−m−k+7. [(6)℄(7)
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Êðîìå òîãî, èç ñîîòíîøåíèÿ (5) è óñëîâèÿ 4.1.3 âûòåêàåò îñóùåñòâèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ζk}
∞
k=1
ñïèñêîâ òî÷åê ìíîæåñòâà M(K) ñî ñâîéñòâàìè
(∀k > 1) ρ
c(X)(Kk, ζk) < 2
−m−k+7,(8)
(∀k > 1) M(Πf (ζk)) ⊆ (−∞, supM(Πf (K))− ε).(9)
Ïðèìåíÿÿ òåïåðü ê îòîáðàæåíèþ Πf : c(X) → c(R) òåîðåìó . Ñ. Öåéòèíà î íåïðåðûâíîñòè (ñì.,
íàïðèìåð, [ËÊÀ, ë. 9,  2, Òåîðåìà 11℄, [ÀÎ, Îñíîâíàÿ òåîðåìà℄), óáåæäàåìñÿ â îñóùåñòâèìîñòè ÷èñëà
n > 1, óäîâëåòâîðÿþùåãî ñîîòíîøåíèþ
(10) (∀K ′′ ∈ S
c(X))
(
ρ
c(X)(K
′′,K ′) < 2−m−n+8
)
⊃
(
ρ
c(R)(Πf (K
′′),Πf (K
′)) < ε/4
)
.
Òîãäà äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî
ρ
c(R)(Πf (Kn),Πf (ζn)) < ε/2, [(7), (8), (10)℄(11)
à ïîòîìó è ñîîòíîøåíèå
M(Πf (Kn)) ⊆ (−∞, supM(Πf (K))− ε/2). [(9), (11),  2.3.3℄(12)
Òîãäà äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x, x′ ∈ M(K) ñî ñâîéñòâàìè f(x) > supM(Πf (K)) − ε/2 è
ρX(x, x
′) < 2−m−n+1 çàâåäîìî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
|f(x)− f(x′)| 6 2ε. [(12), (5), 4.1.2℄
Òåì ñàìûì, ÷èñëî δ ⇋ 2−m−n+1 îáëàäàåò ñâîéñòâîì (1).
5.2. Ïóñòü X ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, f : X → R âñþäó îïðåäåë¼ííàÿ êîíñòðóêòèâíàÿ
óíêöèÿ, ñîõðàíÿþùàÿ ïðåäêîìïàêòíîñòü ïîäìíîæåñòâ, K ∈ S
c(X) è ε ∈ R
+
. Òîãäà îñóùåñòâèìî
÷èñëî δ ∈ R+ ñî ñâîéñòâîì
(13) (∀x, x′ ∈M(K))
(
ρX(x, x
′) < δ
)
⊃
(
|f(x)− f(x′)| 6 ε
)
.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàèêñèðóåì ïðîñòðàíñòâî X, óíêöèþ f : X → R è ÷èñëî ε ∈ R+, ïîñëå ÷åãî
ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå óñëîâèå Y, íàëàãàåìîå íà íàòóðàëüíîå ÷èñëî n: ≪êàêîâ áû íè
áûë êîìïàêò K ∈ S
c(X), óäîâëåòâîðÿþùèé ñîîòíîøåíèþ
(14) supM(Πf (K))− infM(Πf (K)) <
n+ 1
60
ε,
îñóùåñòâèìî ÷èñëî δ ∈ R+ ñî ñâîéñòâîì (13)≫. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 5.2 äîñòàòî÷íî óñòà-
íîâèòü, ÷òî ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Y. Ïîñëåäíåå áóäåò ñäåëàíî íàìè íà
îñíîâå àðèìåòè÷åñêîé èíäóêöèè.
Ïóñòü ÷èñëî n óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó n ≖ 0. Â òàêîì ñëó÷àå äëÿ ïðîèçâîëüíî èêñèðîâàííî-
ãî êîìïàêòà K ∈ S
c(X), óäîâëåòâîðÿþùåãî ñîîòíîøåíèþ (14), ëþáîå ÷èñëî δ ∈ R
+
ñ î÷åâèäíîñòüþ
îáëàäàåò ñâîéñòâîì (13).
Ïóñòü ÷èñëî n äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå n ≖ n′+1, ãäå n′ ∈ N óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Y. Òîãäà,
ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 5.1, äëÿ ïðîèçâîëüíî èêñèðîâàííîãî êîìïàêòà K ∈ S
c(X), óäîâëåòâîðÿþùåãî
ñîîòíîøåíèþ (14), îñóùåñòâèìî ÷èñëî κ ∈ R+ ñî ñâîéñòâàìè
(∀x, x′ ∈M(K))
((
f(x) > supM(Πf (K))− ε/8
)
&
(
ρX(x, x
′) < κ
))
⊃
(
|f(x)− f(x′)| 6 ε/2
)
,(15)
(∀x, x′ ∈M(K))
((
f(x) > supM(Πf (K))− ε/60
)
&
(
ρX(x, x
′) < κ
))
⊃
(
|f(x)− f(x′)| 6 ε/15
)
.(16)
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Çàèêñèðóåì òåïåðü ñïèñîê ζ ⇋ {ζk}
m
k=1 òî÷åê ìíîæåñòâà M(K) ñî ñâîéñòâîì
(17) ρ
c(X)(K, ζ) < κ/4.
Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ  2.3.6, êàæäîìó èíäåêñó k ∈ [1,m] ìîæíî ñîïîñòàâèòü íåïóñòîé êîìïàêò
Kk 6 K, äëÿ êîòîðîãî ìíîæåñòâî M(Kk) ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì κ-îêðåñòíîñòè òî÷êè ζk è íàä-
ìíîæåñòâîì ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâà M(K) ñ (κ/2)-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè ζk. Ïðè ýòîì ñ î÷åâèäíîñòüþ
âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
(18) (∀k ∈ [1,m]) M(Πf (Kk)) ⊆M(Πf (K)).
Äàëåå, çàèêñèðóåì äâà íàáîðà èíäåêñîâ Γ ⊆ [1,m] è Γ′ ⇋ [1,m] \ Γ, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøå-
íèÿì
(∀k ∈ Γ) f(ζk) < supM(Πf (K))− ε/12,(19)
(∀k ∈ Γ′) f(ζk) > supM(Πf (K))− ε/8.(20)
Îñóùåñòâèìîñòü òàêèõ íàáîðîâ ãàðàíòèðóåòñÿ òåîðåìîé [ËÊÀ, ë. 2,  3, Òåîðåìà 20℄. Ïðè ýòîì, ïî
ïîñòðîåíèþ êîìïàêòîâ Kk, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
(∀k ∈ Γ) (∀x ∈M(Kk)) f(x) 6 supM(Πf (K))− ε/60, [(19), (16)℄(21)
à ïîòîìó è ñîîòíîøåíèå
(∀k ∈ Γ) supM(Πf (Kk))− infM(Πf (Kk)) <
n′ + 1
60
ε. [(21), (18), (14)℄
Òîãäà, ñîãëàñíî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, îñóùåñòâèìî ÷èñëî δ′ ∈ R+ ñî ñâîéñòâîì
(22) (∀k ∈ Γ) (∀x, x′ ∈M(Kk))
(
ρX(x, x
′) < δ′
)
⊃
(
|f(x)− f(x′)| 6 ε
)
.
Êðîìå òîãî, ïî ïîñòðîåíèþ êîìïàêòîâ Kk, ïðè ëþáîì k ∈ Γ
′
äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x, x′ ∈ M(Kk)
âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ
|f(x)− f(x′)| 6 |f(x)− f(ζk)|+ |f(ζk)− f(x
′)|
6 ε/2 + ε/2 [(20), (15)℄
= ε.
Òåì ñàìûì, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
(23) (∀k ∈ Γ′) (∀x, x′ ∈M(Kk)) |f(x)− f(x
′)| 6 ε.
Ïîëîæèì òåïåðü δ ⇋ inf(δ′,κ/4) è çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x, x′ ∈M(K) ñî ñâîéñòâîì
ρX(x, x
′) < δ îñóùåñòâèì èíäåêñ k ∈ [1,m], äëÿ êîòîðîãî (κ/2)-îêðåñòíîñòü òî÷êè ζk ñîäåðæèò êàæäóþ
èç òî÷åê x è x′ [(17)℄. Òîãäà, ïî ïîñòðîåíèþ êîìïàêòîâ Kk, âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ x, x
′ ∈ M(Kk).
Ïðè ýòîì â êàæäîì èç ñëó÷àåâ k ∈ Γ è k ∈ Γ′ ñïðàâåäëèâà îöåíêà
|f(x)− f(x′)| 6 ε. [(22), (23)℄
Òåì ñàìûì, ÷èñëî δ îáëàäàåò ñâîéñòâîì (13).
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 4 Îñíîâíîé ðåçóëüòàò
1. Òåïåðü ìû ñîðìóëèðóåì è äîêàæåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàñòîÿùåé ñòàòüè.
1.1. Ïóñòü X è Y  äâà ïîëíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâà, à f : X → Y  âñþäó îïðåäåë¼ííîå
êîíñòðóêòèâíîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà óíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé â òîì
è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà îíà ñîõðàíÿåò ïðåäêîìïàêòíîñòü ïîäìíîæåñòâ.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü óíêöèÿ f : X → Y ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé. Çàèê-
ñèðóåì ïðîèçâîëüíûå êîìïàêò K ∈ S
c(X) è ïðåäêîìïàêòíîå ìíîæåñòâî A ⊆ SX ñ çàìûêàíèåì M(K).
Çàèêñèðóåì òàêæå ïðîèçâîëüíóþ ñõîäÿùóþñÿ â ïðîñòðàíñòâå c(X) ê êîìïàêòó K ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{ζk}
∞
k=1 ñïèñêîâ òî÷åê ìíîæåñòâà M(K), è óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü ÷åðåç ζ
′
k ñïèñêè f -îáðàçîâ òî÷åê èç
ñïèñêîâ ζk. Ââèäó ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè óíêöèè f íà ìíîæåñòâå M(K), ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{ζ ′k}
∞
k=1 ÿâëÿåòñÿ óíäàìåíòàëüíîé îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ïðîñòðàíñòâà c(Y ) è ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó
êîìïàêòó K ′ ∈ S
c(Y ). Ïðè ýòîì, òàêæå â ñèëó ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè óíêöèè f íà ìíîæåñòâå
M(K), äëÿ ëþáûõ òî÷êè x ∈ A è ÷èñëà ε ∈ R+ îñóùåñòâèìà òî÷êà y ∈M(K ′) ñî ñâîéñòâîì
ρY (f(x), y) < ε, [ 2.3.3℄
à äëÿ ëþáûõ òî÷êè y ∈ M(K ′) è ÷èñëà ε ∈ R+ êâàçèîñóùåñòâèìà òî÷êà x ∈ A ñ òåì æå ñâîéñòâîì
[ 2.3.2℄. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâîM(K ′) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìûêàíèå f -îáðàçà ìíîæåñòâà A. Ââèäó
ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà êîìïàêòà K ∈ S
c(X) è ìíîæåñòâà A ⊆ SX ñ çàìûêàíèåì M(K), ñêàçàííîå
îçíà÷àåò ñîõðàíåíèå óíêöèåé f ïðåäêîìïàêòíîñòè ïîäìíîæåñòâ.
Ïóñòü òåïåðü óíêöèÿ f : X → Y ñîõðàíÿåò ïðåäêîìïàêòíîñòü ïîäìíîæåñòâ. Çàèêñèðóåì ïðîèç-
âîëüíûì îáðàçîì êîìïàêò K ∈ S
c(X), ÷èñëî ε ∈ R
+
è íåïóñòîé ñïèñîê ζ ⇋ {ζk}
n
k=1 òî÷åê ïðîñòðàíñòâà
Y ñî ñâîéñòâîì
(1) ρ
c(Y )(Πf (K), ζ) < ε/3.
àññìîòðèì òàêæå íàáîð {ϕk}
n
k=1 óíêöèé ϕk : Y → R âèäà
(2) (∀k ∈ [1, n]) (∀y ∈ SY ) ϕk(y) = ρY (y, ζk).
Êàæäàÿ èç óíêöèé ϕk ñ î÷åâèäíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé, à ïîòîìó ñîõðàíÿåò ïðåä-
êîìïàêòíîñòü ïîäìíîæåñòâ. Òîãäà êàæäàÿ èç óíêöèé ϕk ◦ f : X → R òàêæå ñîõðàíÿåò ïðåäêîìïàêò-
íîñòü ïîäìíîæåñòâ, à ïîòîìó, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ  3.5.2, îñóùåñòâèìî ÷èñëî δ ∈ R+, óäîâëåòâîðÿ-
þùåå ñîîòíîøåíèþ
(3) (∀k ∈ [1, n]) (∀x, x′ ∈M(K)) (ρX(x, x
′) < δ) ⊃ (|ϕk(f(x))− ϕk(f(x
′))| 6 ε/3).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ïðîèçâîëüíî èêñèðîâàííîé òî÷êè x ∈ M(K) îñóùåñòâèì èíäåêñ k ∈ [1, n] ñî
ñâîéñòâîì
ρY (f(x), ζk) < ε/3. [(1)℄(4)
Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè x′ ∈M(K), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ ρX(x, x
′) < δ, âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ
ρY (f(x), f(x
′)) 6 ρY (f(x), ζk) + ρY (ζk, f(x
′))
= 2ρY (f(x), ζk) + [ϕk(f(x
′))− ϕk(f(x))] [(2)℄
< ε. [(4), (3)℄
Òåì ñàìûì, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
(∀x, x′ ∈M(K)) (ρX(x, x
′) < δ) ⊃ (ρY (f(x), f(x
′)) < ε).
Ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè ïðîèçâåä¼ííîãî ðàíåå âûáîðà êîìïàêòà K ∈ S
c(X) è ÷èñëà ε ∈ R
+
, ïîëó÷åííûé
ðåçóëüòàò îçíà÷àåò ëîêàëüíóþ ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü óíêöèè f .
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